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APPEIVDICE i : CAPACITES 

A : CONTRE-EXEMPLES 

Notre principal but, ici, est de montrer qu'un affaiblissement, 

priori "raisonnable", de diverses hypotheses faites au cours 

des chapitres prgcgdents peut entrainer les pires d~boires. 

Les contre-exemples que nous allons donner sont tous dus ~ Davies. 

Les deux premiers sont publigs ici pour la premiere fois, et je 

remercie vivement Davies pour son aimable autorisation. 

Pour simplifier le langage, nous dirons qu'un fonction d'ensembles I 

"monte" si on a I( U An) = sup I(An) pour toute suite croissante (An), 

et "descend sur les compacts" si on a I( 0 Kn) = inf I(Kn) pour 

toute suite d~croissante de compacts (Kn). Ainsi, une capacit~ est 

une fonction croissante qui monte, et qui descend sur les compacts. 

1 Voici d'abord un exemple tr~s simple de mesure extgrieure qui 

descend sur les compacts, mais qui n'est pas une capacit~ 

L'espace E est forme des points de la suite (l/n), n entier, et 

de sa limite 0. On pose J(~) = 0, J(A) = i si A ~ ~ et 0~ ~ et 

J(A) = 2 si 0c~. Ii est clair que la fonction J ales propri@t~s 

enonc@es, mais on a J[[l,1/2,...,i/n]] = i pour tout n alors 

que J[[l,I/2,...,i/n,...]] = 2. D'autres exemples plus compliqu~s 

(mais peut-@tre moins artificiels) sont dus ~ DAVIES [ ] et 

CHOQUET [ ]. Notre fonction J vermfme cependant le th@or~me de ca- 

pacmtabmlmte ; les deux autres exemples de Davies et Choquet ne 

J . .  . S J  
le verlflent pas, mais ont quand m~me la proprlete plus faible 

suivante : si A est analytique et si J(A)~ 0, alors A contient un 
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compact K tel que J(K)~ 0. Mais cette proprmete n'est pas vraie 

en general, comme nous al!ons le voir maintenant. 

2 Nous allons construire ici une mesure ext@rieure J qui descend sur 

les compacts, mais pour laquelle existe un ensemble analytique A 

^ 46 ) tel que J(A)~ 0 et J(K) = 0 pour tout compact K (qui sera meme 

inclus dans A. Nous prendrons pour E un espace m@trisable compact 

s . 

sans points isol@s et nous deslgnerons par (Fi) une suite croissante 

de compacts d@nombrables de E ayant la propri@t~ suivante : pour 

tout entier i, F iest contenu dans l'adh@rence de (Fi+ I - Fi). 

Voyons d'abord rapidement comment on peut construire une telle suite. 

Prenons pour F I un point de E, et supposons F i d@fini. Soient alors 

• J • 

(xk), k entier, une enumeratmon des points de Fi, et (Un) une suite 

J ° • • 

decrolssante d'ouverts telle que F. = n~ . Pour k fmxe, choisissons 
i n 

x k x k k une suite injective ( n ) convergeant vers et telle que x n appar- 

tienne ~ Uk+ n - F i pour tout n : on peut alors prendre pour compact 

• . x k d6nombrable Fi+ I la reunlon de F i et des [ n ], k et n parcourant 

les entiers. Cela ~tant, pour toute partie A de E, posons 

i(A) = inf {j : AO Fj ~ ~, avec i(A) = ~ sicet ensemble et vide. 

Donnons nous maintenant une suite strictement d~croissante (a n) 

de r6els~ 0 convergeant vers 0 et posons, pour toute partie A de E, 

I(A) = ~i(A)' avecla convention ~ = O. La fonction I ainsi d~finie 

^ . • 

est une capacitY, et meme une capaclte fortement sous-additive (elle 

est par ailleurs du type consid~r~ au n.l~-2) du chapitre V). Ii est 

clair que Iest croissante et monte. D'autre part, soit A tel 

que !(A)~a Iet fixons unc ~0 : A est alors disjoint du compact 

F IU ... U Fj o~ jest ~i(A) et suffisamment grand pour que l'on 

J 

ait aj÷l~ai(A)+ ¢. Par consequent Iest continue ~ droite, d'o~ 
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la descente sur les compacts. Restreignons maintenant I a _K(E), 

"" 
et construisons la mesure extermeure J = M : J(A) = inf Z l(Kn) 

o~ (Kn) est un recouvrement de~nombrable de A par des compacts 

et o~ l'inf est pris sur l'ensemble de ces recouvrements. La mesure 

ext@rieure J descend sur les compacts : en effet, I @tant de'jg 

denombrablement sous-additive, on a I(K) = J(K) pour tout compact K. 

° 

D~signons maintenant par Ale complementamre de U F i : A est =G 8 et 

J(K) = I(K) = 0 pour tout compact K inclus dans A. Nous allons voir 

cependant que l'on a J(A) = ~i> 0, en montrant que route suite 

de compacts (Kn) telle que Z l(Kn) ~ ~i ne peut recouvrir A. 

Une telle suite (Kn) Stant fix~e, nous allons construire par 

recurrence une sous-suite d'entiers (ni) strictement croissante 

et une suite d'ouverts (Ui) ayant les propri$te's suivantes : 

i) Fi+ In (nUniKn) = ~ pour tout i 

ii) U in (nUniKn) = ~ pour tout i 

iii) UA+IC U i pour tout i 

iv) U iQ (Fi+ l-Fi) ~ @ pour tout i 

v) Ui+ In F i = ~ pour tout i 

Dans ees conditions n U i sera non vide (cf iii) et iv)), contenu 

dans A (cf v)), et disjoint de UK n (cf ii)). D'abord, comme 

Z I(Kn) est <~I' on a Fln (U Kn) = ~ : choisissons XleFl, puis 

un entier n I suffisamment grand pour que F 2 n (nUnl~) = ~ (ce 

qui est possible, car l~m I(Kn) = 0) et prenons pour U 1 un voisinage 

ouvert de x I suffisamment petit pour que U 1 n (nUnlKn) = @. Comme 

on a FlC ( ~ ) ,  Uln (F 2-FI) n'est pas vide. Supposons mainte- 

nant n i et U i eonstruits : choisissons xieU i n (Fi+ 1 -Fi) (ce qui 

est possible d'apr~s iv), puis hi+l> n i suffisamment grand pour 

que Fi+2n (nUni+iKn) = ~ (ce qui est possible, car lira I(Kn) = 0) 
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et prenons pour Ui+ I un voisinage ouvert de x i suffisamment petit 

pour que l'on ait ~i+icUi , Ui+in F i = ~ (ce qui est possible, 

car x i ~Fi) et Ui+ I n (nUni+iKn) = ~ (ee qui est possible, car 
S 

xi~ U K n d'apr~s i) et ii)). Pour pouvoir continuer la recurrence, 

il ne reste plus qu'~ ' " " vermfler que Ui+ I n (Fi+ 2 -Fi+ I) n'est pas 

vide, ce qui r~sulte de l'hypoth~se que Fi+ Iest contenu dans 

l'adhe%ence de (Fi+ 2 - Fi+l). 

REMARQUES.- i) Comme Iest continue ~ droite, on a pour toute 

partie A de E, I(A) = inf I(U Kn), o~ (Kn) est un recouvrement etc. 

Ce qui se passe ici, c'est que, pour al~ c ~0, il existe des 

recouvrements (Kn) de E- UF i tels que I(UKn)~e, mais alors 

on a forcement g I(K n) = +~. 

• . M I 2) La mesure exterleure J = est construite sur le mod$1e des 
oo 

• . M a mesures exterleures ~ du paragraphe 2 du chapitre VI, lesquelles 

sont des capacltes. Mais ici, la fonction Iest seulement s.c.s. 

pour la topologie de Hausdorff, alors que les ~ $taient suppose%s 

continues [ la fonction I ne verlfle pas non plus la condition 

I(K)~O pour K ayant plus d'un point, mais ce n'est pas essentiel : 

en ajoutant ~ I une "bonne"fonction ~ telle que M~(E) = 0, on aura 

I+~ encore MI+~(E~ . - U Fi) ~ a I et M (K) = 0 pour tout compact K inclus 

dans E- U F i. On peut voir facilement qu'une telle fonetion 

existe toujours; pour Ec~R d, il suffit de prendre ~ = hob avec 

h(t) = t d+l ] .  

Le dernier exemple est un "sous-produit" de l'existence d'espaces 

lusiniens mStrisables pour lesquels le critSre de Prokhorov n'est 

pas une condition ngcessaire pour la compacitg d'un ensemble 

de mesures. Nous renvoyons ~ DAVIES [ ] pour la demonstratlon 



- io6 - 

Nous allons donner un exemple de capacite" I, non fortement sous- 

additive, pour laquelle existe un ensemble analytique A (qui sera 

re@me un GS) tel que I(A) = 0 et I(U) = i pour tout ouvert U con- 

tenant A. Nous prendrons pour E le carrg [0,i] x [0,i], d@signerons 

par tun point courant du premier facteur et par k la mesure de 

Lebesgue sur le second. Posons, pour toute partie A de E, 

I(A) = s~p ~*[A(t)], o~ A(t) est la coupe de A suivant t. La fonc- 

tion I ainsi d$finie est une capacite" (elle est du type consmdere 

au n. 14-2) du chapitre V). Et il existe un G 6 de capacite" nulle 

tel que tout ouvert le contenant contienne une verticale de E 

(i.e. un ensemble de la forme {t]x [0,i]). D'o~ la conclusion. 

B : CAPAC!TES FORTEMENT SOUS-ADDIT!VES 

Le th~or~me suivant est d~ ~ Choquet et Strassen (cfDELLACHERIE [ ]) 

metrlsable THEOREME.- Soient E un espace " " compact et I une capaclte 

fortement sous-additive sur ~(E).telle que I(E)<+~. L'ensemble £ 

des mesures k sur E telles que ~(K)~I(K) pour tout Ke~(E) est 

un convexe compact pour la topologie vague, e_~t, pour tout KeK(E) 

il existe keg telle que Z(K) = I(K). 

REMARQUES.- i) D'apr~s le n.l~-2) du chapitre V, la fonction J 

d~finie par J(A) = sup k*(A), ke£ est une capacitY, et l'on 

a alors, d'apr$s le theoreme de capacltablllte, I(A) = J(A) pour 

tout ensemble analytique A. 

2) L'extension, non triviale, de ce theoreme au cas o~ E est 

localement compact g base d~nombrable et Iest finie sur les 

compacts est due ~ ANGER [ ] 
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3) En gros, le th~ore~me affirme qu'une capacite" fortement sous- 

additive est ~gale au sup des mesures qu'elle majore (le sup 

~tant entendu au sens des fonctions sur @(E)). La situation peut 

@tre totalement diffe'rente si on suppose seulement que la capa- 

cite" i est de'nombrablement sous-additive. Le contre-exemple 

de DAVIES et ROGERS [ ] en th@orie des mesures de Hausdorff, 

que nous avons d~j~ cit~ ~ la remarque du n.27 du chapitre Vl, 

• S • M h fournit un exemple de capaclte denombrablement sous-additive 
w 

telle que route mesure Z soit port~e par un borelmen de capacite ~ 

nulle pour M h : la capacite" M h ne majore que la mesure nulle. 
00 OO 

Ii est facile de voir que le procede du n.14 du chapitre V ne 

S • o j 

fournit pas en general des capacltes fortement sous-additives. 

• ° 
Une caraeterlsatmon simple des compacts vagues de mesures fournis- 

sant des capacmtes fortement sous-additives a ate" donne'e re~cem - 

ment par ANGER [ ], auquel nous empruntons le r~sultat suivant, 

en nous bornant au cas o~ E est compact 

6 THEOR~V~.- Sous les hypotheses du the'ore'me 5, on a de ~lus : 

si K et L sont deux compacts tels Que Kc L, il existe Z~£ telle 

que ~(X) = I(K) e~ ~(L) = I(L). 

II est facile de voir que cette propri$te' entraine la sous-addi- 

rite" forte de I. 

S 

C : CAPAC!TES ALTERNEES D' 0RDRE !NFIN! 

Les r@sultats consigne~ ici proviennent tous de CHOQUET [ ]. 

7 D@finissons d'abord les "differences successives" d'une fonction 

finie I sur ~(E). Si K, LI, L 2 .... , L .... $ont des ~letments 
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8 

9 

de ~(E) ,  on pose 

%(K;L 1) = s(x)  - I ( i U  ~1) 

82(K;LI,L 2) = &!(K;LI) -AI(KU L2;L I) 

= I(K) - I ( K U  L1) - I(KD L2)+ I(KU L1U L2) 

e t ,  d 'une mani~re g@n~rale, s i  A n es t  de~ in i e ,  

An+I(K;LI,...,Ln,Ln+I) = An(K;LI,...Ln) -Sn(KU Ln+I;LI,...,L n) 

. . . . . . .  est symg- On vermfle azsement que, pour K fzxe, la fonction A n 

trique en les L i. 

Pour n entier, on d~finit ainsi une fonction A n sur ~(E) n+l 

(nous nous permettrons de dire que A nest une fonction, quoique 

qu'elle ne soit pas en g~n~ral ~ valeurs positives : on va me'me 

ne s'occuper que du cas o~ les fonctions Sn sont toujours n~ga- 

rives !). Ii est clair de (S I~ 0)~>(I est croissante) et 

(S 2 ~ 0)~ (I est fortement sous-additive). Plus g~n@ralement, 

nous poserons 

I 

DEFINITION.- La fonction I sur K(E) est dite altern6e d'ordre p 

(p entier) si l'on a Sn~0 pour tout n~p. Elle est dite alternge 

d'ordre ~ sl l'on a An~0 pour tout n. 

!i est bien connu que l'on a S = 0 pour tout n si I est tune 
n 

mesure : route mesure est doric une fonction altern~e d'ordre ~. 

Plus generalement, on ale th@oreme, facile, suivant 

THEOR~VE.- Soient ExF un produit, G une partie compacte de ExF, 

e t ~ une mesure sur F. La fonction I sur ~(E) d~finie par 

!(K) = ~[w(GN (KocF)], o~ K appartient ~ K(E) e_~t ~ d~signe la 

projection de ExF sur F, est altern~e d'ordre ~. 
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De plus, !a fonction ! de ce th@or~me est continue g droite : 

comme au paragraphe ~ du chapitre II, nous dirons par abus de 

langage que iest une capaclte altern~e d'ordre ~. Et, recl- 

proquement, toute capacit~ alternge d'ordre ~ est de ce type; 

on a m@me mieux : on peut toujours prendre F = ~(E) et 

G = [(X,K) : xeK]. Plus pr~cisement, on ale th~or~me suivant 

f 
(dont la demonstratlon a ~tg le banc d'essai du e@l~bre thgor@me 

de repre%entation int~grale de Choquet) 

I0 THEOP~.- Soit I une capacit~ altern4e d'ordre ~ telle que I(~)= 0. 

Ii existe alors une mesure unique A sur ~(E) telle que l'on air 

I(K) = A[[Le~(E) : KnL ~ /]] 

pour tout compact K de E. 

Lorsque A est une mesure de Dirac, on retrouve les eapacit@s 
~ t  

elementaires du n.3-1) du chapitre II, qui sont en fair les 

S • . 
points extremaux dans la representatlon int~grale. 
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APPENDICE II : RABOTAGES 

S 

Nous allons presenter ici une methode diff~rente pour d@finir 

un ensemble de "bonnes" fonctions (developp@e dans DELLACHERIE [ ] 

et [ ]). Ces fonctions, que nous appellerons "fonctions lisses", 

. 1 1  

ont des proprletes tout g fait analogues ~ celles des fonctions 

analytiques : nous verrons par exemple, que toute fonction s.c.s. 

est lisse et que l'ensemble des fonctions lisses est "stable 

pour l'op~ration A " (i.e., pour la formationde noyaux de schemas 

de Souslin); en particulier, toute fonction analytique sera lisse. 

La d~finition d'une fonction lisse, comme nous verrons plus loin, 

n'est pas "constructive", ce qui me fait conjecturer (peut-~tre 

hardiment, ~tant peu ferr~ en la r~ti@re) !'ind@cidabilitg de 

la proposition " toute fonction lisse est analytique". 

Cette notion de fonction lisse provient d'une id6e originale 

de SIERP!NSKi [ ] pour de~ontrer le th~ore~e d'Alexandrov et 

Hausdorff (l'analogue du th@~re'me de Souslin -n.6 du chapitre V - 

• . 

pour les borellens). Ce que l'on va faire ici, ce n'est pas 

~tendre la notion de fonction borellenne, comme dans le cas des 

fonetions analytiques, mais plut~t restreindre la classe des 

fonctions universellement capacitables pour avoir de bonnes 

proprletes de stabilitY. 

Quoique les concepts initiaux soient un peu compllques, parce 

qu'inhabituels, je pense que cette m~thode est digne d'int@r~t, 

et qu'elle devrait en particulier retenir l'attention des logiciens. 

Nous nous bornerons ici encore ~ " " une consmderer situation topo!o- 

gique : E, F etc designent des espaces m~trisables compacts 
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D'abord, deux deflnmtlons pour abr~ger le langage 

g 

i DEFINITION.- On appelle adherence d'une fonction f d~finie sur E 

la plus petite fonction s.c.s, majorant f, que l'on note T. 

2 DEFiNITION.- Un ensemble C de fonctions sur E est appel6 une 

capacitance s'il satisfait les conditions suivantes 

a) s_~i f appartient ~ C et si on a g~f, alors g appartient ~ 

b) s_~i (fn) est une suite croissante, et si sup fn appartient ~ ~, 

il existe un entier k tel que fk appartienne ~ ~. 

Autrement dit, l'ensemble C est une capacitance si et seulement si 

sa fonction indicatrice est une pr~capacitg (a~valeurs 0 ou I). 

RABOTAGES 

Nous deslgnerons d4sormais par F l'ensemble des capacitances sur E, 

et par @ l'ensemble des fonctions sur E. 

3 DEF!N!TION.- Un rabotage sur E est une application R de F~x@~ 

darts ~ ~ satisfaisant les conditions suivantes 

a) pour tout couple de suites [(~n),(fn)], le k-i@me terme de 

la suite R[(~n ),(fn)] est major~ par fk' pour tout entier k 

b) de plus, si pour un entier k, la fonction fk appartient ~ ~k' 

alors le k-i@me terme de la suite R[(~n),(fn)] appartient ~ ~k 

e) enfin, si les deux couples de suites [(~n),(fn)] e_~t [(~),(f~)] 

ont les m@mes k premiers termes, alors les suites images par R 

ont aussi les mSmes k premiers termes. 

L'exemple le plus simple de rabotage est le rabotage identique, 

i.e. la projection de F ~x@ ~ sur @ ~ ; e'est aussi un exemple 

important, car il permet de construire d'autres rabotages. 

Mais, avant d'aller plus loin, commentons cette d$finition qui 
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semble bien compllquee au premier abord. Soit Run rabotage, 

fixons l'argument (~n)CF ~, et regardons l'application partielle 

de @IN dans@ ~. Pour cela, d@signons par r k la compose~ de cette 

application partielle avec l'application coordonn~e de rang k de @~ 

D'apres le c) dun. 3, rk[(fn)~ me d~pend que de fl,f2, .... fk : 

autrement dit, on peut consid6rer que r k est une application 

de @k dans @. On peut alors gcrire les conditions a) et b) du n.B 

sous  l a  fo rme  

i )  on a r k [ f  1 ,  . . . .  f k  ] ~ f k  p o u r  t o u t  k e t  t o u t  f l , . . . , f k  

ii) si pour un entier k, la fonction fk appartient a ~k' 

alors la fonction rk[f I .... ,fk] appartient aussi ~ ~k 

Intuitivement, une capacitance est une classe de "grandes" fonctions 

La condition i) exprime que l'on diminue la "grandeur" de la 

fonction fk et la condition ii) exprime que cette diminution 

n'est pas trop importante. Pour simplifier le langage, nous dirons 

desormazs que la suite (rn) est la restriction du rabotage R 

la suite de capacitances (~n). 

f 

DEFINITION.- Soient Run rabotage, (~n) u~e suite de capacitances 

e t (r n) la restriction de R ~ (~n). Une suite de fonctions (fn) 

est dite (rn)-rabot~e si elle satisfait les conditions suivantes 

a) la fonction fn appartient a la capacitance =nC pour tout n 

b) la fonction fn+l est major~e par rn[f ! .... ,fn ] pour tout n 

decrolssante Ii est clair qu'une suite rabot6e est toujours ' " 

(nous dirons "suite rabot~e" s'il n'y a pas de confusion possible 

sur R et sur (~n)). 
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FONCT!0NS LISSES 

6 DEF!N!T!ON.- On dit qu'un rabotage Rest compatible avec une 

fonction f si la condition suivante est satisfaite : 

pour route suite de capacitances (~n), et toute suite rabot~e (fn), 

la fonction f majore i~f ~n d~s qu'elle majore la fonction fl 

On dit qu'une fonction f est lisse s'il existe un rabotage compa- 

tible avec elle. 

Ainsi, toute fonction s.c.s, est lisse, puisque compatible avec 

le rabotage identique. Et l'on ale theoreme de stabilit~ suivant 

7 THEOREME.- L'ensemble des fonctions lisses sur E est stable 

pour (Vd,Ad,+ d, x d). D'une mani@re g@ne~ale, s_~i s ~ fs es__~t 

un schema de Souslin o~ !es f sont lisses, !e noyau de ce schema 
s 

est encore une fonction lisse. De m@me, si f d$finie sur un 

produit ExF est lisse, sa projection vf sur E est encore lisse. 

En particulier, toute fonction analytique est lisse. 

CAPACITABILITE 

8 THEOREME.- Toute fonction lisse est universellement capacitable 

Etant donn~s les theoremes 7 et 8, on ale theoreme de separatlon 

(cf n.10 du chapitre ii) pour les ensembles lisses. En particulier, 

l 
un ensemble lisse A dont le complementalre est encore lisse est 

forcement borellen, et donc les comp!ementamres d'ensembles 

ana!ytiques non borellens ne peuvent Stre lisses. 

9 THEOREME.- Soit V un noyau ca~acitaire " " de E reguller darts F 

Si f est lisse sur E, alors Vf est lisse sur F. 

Et on a un theoreme analogue pour les projections capacitaires. 
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Pla~ons nous maintenant sous les hypotheses du chapitre V 

! S • 
TH~OR~[E.- Soient A un ensemble lisse et J i epamsseur associ@e 

une capacit@ I. On a alors 

J(A) = sup J(K), K compact inclus dans A 

En particulier, tout ensemble lisse non-de'nombrable contlent 

un ensemble parfait non vide (eta donc la puissance du continu). 

On a donc toute une s@rie de proprmetes communes aux fonctions 

analytiques et aux fonctions lisses. La demonstratlon du theoreme i0 

est d'ailleurs voisine de celle que nous avons donn~e pour les 

ensembles analytiques. Par contre, les d@monstrations des 

th~or~mes 7 et 9 font appel ~ des techniques tout ~ fair diff~rentes. 

Une Stape importante (due essentiellement ~ Sierpinski) dans ces 

d~monstrations : si (Rn) est une suite de rabotages, il existe 

un rabotage R (obtenu en "m~langeant" les Rn) tel qu'une fonction 

soit compatible avec R dSs qu'elle est compatible avec l'un des R n. 
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COMMENTAIRES 

Les r~f~rences bibliographiques ne renvoient pas toujours 

au premier article o~ un r@sultat a @t@ d@montrg. 

CHAPITRE I : L'idge de d@finir les ensembles analytiques comme 

images directes de bor~liens "simples" par de "bonnes" fonctions 

remonte aux travaux classiques des $coles russe et polonaise. 

Elle n'a eependant pas Ste" systematis$e avant Choquet [6] dans 

les cas topologique et Meyer [~] dans les eas abstrait. 

Nous avons suivi, comme il a ~te r deja''~ dit, la presentatlon• " de Meyer. 

s . f 
La demonstratmon du theoreme 14 provient cependant de Choquet [~] : 

• ~T I c'est sans doute la vole la plus simple pour demontrer 'idem- 

potence de i' t . A" operatlon , y comDris dans le cas abstrait. 

Pour la m~thode symbolique de Kuratowski-Tarski, nous avons suivi 

l'article original [3o] de Kuratowski. Pour plus de dStails 

sur la th$orie des ensembles analytiques, nous renverrons au 

trait~ classique [~l] de Kuratowski, et & la monographie r$cente [29] 

de Hoffmann-J~rgensen, qui eontient en outre des commentaires 

tr~s " ~ i • !nteressants. Pour les developpements reeents de la th6orie 

des ensembles analytiques, on consultera les travaux de Frolik, 

Rogers, Sion ete 

CHAPITRE !! : La thgorie des capac!tes trouve sa source dans le 

memolre fondamental [6] de Choquet, dans lequel on trouve aussi 

une ~tude dStaille~e de la capacite ~ newtonienne et des capacltes 

alternees d'ordre p. La demonstratlon de la version abstraite 

du th$or~me de capacmtabmlzte, par schemas de Souslin, se trouve 

clans un autre article [9] de Choquet; elle avait cependant Ste t 
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essentiellement trouvee auparavant - et independamment - par 

Davies ~. Le th@or~me topologique de capacitabilit~ de Sion 

provient de son article ~ (qui contient aussi une discussion 

des concepts de "mesurabilit~" et "capacitabilit$") : c'est un 

th~or@me tr~s important (voir par exemple Bourbaki [@]), que nous 

ne pouvions mettre en valeur dans notre cadre topologique simple. 

J . 
Les applications ~ la th~orie de la mesure derlvent de Choquet [~] ; 

J la d@monstration du th~or~me de separatlon provient de Dellacherie ~ 

Le th@or~me de prolongement des fonctions fortement sous-additives 

est aussi d~ ~ Choquet [6] : on peut partir de la pour ~tablir les 

th@ore~mes classiques de prolongement de mesures (cf Meyer [3~). 

I S  
CHAPITRE III : La topologie de Hausdorff a ete introduite par 

Hausdorff sons !a forme "m~trique". Lorsque !'espace E est mStrisable 

mais non compact, la defmnltlon "topologique" d~finit la "topologie 

exponentielle" sur l'ensemble des parties ferm@es, topologie alors 

strictement moins fine que celle obtenue par la d~finition "m~trique" 

(volt Kuratowski ~l]). La notion de calibre, et les th~ore~mes 

sur les calibres provienneht de Dellacherie ~. Mais c'est 

l'aboutissement de la confrontation de la demonstration du th@oreme 

de Mazurkiewicz-Sierpinski donn~e par Kuratowski ~ et du th~or~me 

de Mokobodzki sur les noyaux capacitaires. 

CHAPITRE IV : La 'notion de noyau capacitaire et les r6sultats 

fondamentaux proviennent de l'article peu connu ~ de Mokobodzki. 

Le th~or~me ~ provient de Dellacherie ~, et la demonstration 

de l'existence des "sch@mas de Mokobodzki" est diff~rente de celle 

de ~, mais en reprend les idles essentielles. Nous profitons 

de ces "commentaires" pour rajouter quelques lignes qui auraient 

d~ trouver leur place dans le texte principal. La longue liste 



- ll7 - 

d'exemples de noyaux a pour objet principal de montrer que les 

noyauxsont des ~tres fr~quemment rencontres : pour la plupart, 

on savait deja qu'ils transformaient toute fonction analytique 

en une fonction analytique. Pour d'autres, il est plus simple 

de l'~tablir directement : c'est en particulier le cas pour les 

• ° 

deux exemples suivants, oubli~s en cours de redactlon 

i) le noyau de ~(E) dans E qui, K toute famille de compacts (Ki), 

f ° 

associe la reunlon D K. 
l 

ii) le noyau de E dans ~(E) qui, g toute partie A de E, associe 

la famille des compacts qui rencontrent A. 

La notion de projection capacitaire provient de Dellacherie ~l], 

o~ nous avions trouv~ - ind~pendamment - des r~sultats voisins 

de ceux de Mokobodzki. 

CHAPITRE V : Comme il a 6t@ d@j~ dit, ce chapitre reprend un 

chapitre de Dellacherie ~, avec les am~nagements n~cessaires 

J 0 . 

pour demontrer qu'une epalsseur est un calibre• Et c'est l'abou- 

tissement de la confrontation de nos travaux en th~orie des proba- 

bilit~s et du potentiel (cf [i~] et ~) avee ceux de Davies en 

th@orie des mesures de Hausdorff (cf [12] et ~3]). La "philosophie" 

de la d@monstration du th@or~me ~ remonte aux travaux de l'~cole 

polonaise, et l'id@e d'utiliser la topologie de Hausdorff dans 

la demonstratlon du theoreme l0 provient de Davies ~3] (ainsi 

que le raffinement de la remarque l) du th~or~me 4). 

J l  t . ~  

CHAPITRE VI : Comme il a ete deja dit, on trouvera un traitement 

r l  

elegant des mesures de Hausdorff darts le beau livre ~ de Rogers, 

malheureusement pas ecrlt - g notre avis -dans le langage des 

• P 

capacltes. Celui-ci a par contre ~t~ adopt~ par Carleson dans 
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son petit livre [5]. En ce qui concerne le paragraphe 2, la 

meilleure r4f~rence reste l'article ~O] de Sion et Sjerve. 

. S  • 
La proprlete de "mont~e" des mesures M t a sa petite histoire : 

d'abord ~tablie par Besicovitch pour des mesures defmnles par 

des r6seaux, elle a @te / ensuite prouv~e pour les mesures dimen- 

sionnelles dans ~R n par Davies [ll] en utilisant des recouvrements 

par des 

g / • $ 

puis prouve% en toute generalmte en utilisant la topologie de 

Hausdorff par Sion et Sjerve [40] (Davies dit par ailleurs dans [J@] 

que l'id~e initiale proviendrait de Minlos). Les th~or~mes 21 et 25 

proviennent de Dellacherie [~6] : le th@or~me 21 donne une reponse 

t 
affirmative a l'une des questions posees par Federer clans [27],2.10.27, 

tout au moins dans le cas des espaces m~triques compacts (l'autre 

, ,  , 

question a ete resolue, par l'affirmative, par Davies dans ). 

W Pour la demonstratlon du th~or~me de Besicovitch (paragraphe 3), 

nous avons suivi l'excellente redactlon de Federer [27], en la 

de'veloppant quelque peu, ce qui n'a fait peut-$tre que l'obscurcir. 
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